CHAPITRE 1. SECOND DEGRE

Chapitre 1

Second degré

I Exercices

1.1 Fonctions, fonctions affines et du 2nd degré
Pour faire les deux exercices suivants, on pourra lire les exemples[L.1l et [L.2 page 1]

Exercice 1.1 (Image et antécédent)

La fonction f est définie par f : x — 4x — 5 et elle est représentée ci-contre par la droite (d).

f(z) /

1. Image

a) Calculer I'image de 2 par f. ;
b) Représenter cela sur le graphique en tracant des traits. 6 /
2. Antécédent 4 /
a) Déterminer 'antécédent de 8 par f, c’est a dire détermi-
ner le nombre x tel que f(z) = 8. 9
b) Représenter cela sur le graphique en tragant des traits. . /
x

3. L’énoncé indique que la fonction f est représentée par une
droite, ce qui n’est pas le cas pour toutes les fonctions.

-2
a) Comment appelle-t-on les fonctions représentées par des /f d)
droites ? 4 /

b) Quelle est la formule générale pour ces fonctions ?
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Exercice 1.2

La fonction f est définie par f(z) = 22 — 6x + 11 et elle est représentée ci-contre par la courbe (%7).
1. Déterminer graphiquement les antécédents de 6 par f.
Tracer des traits sur le graphique. f(x)

2. Vérifier ces résultats par des calculs. 10 \ /

T\ /

Exercice 1.3

Quatre fonctions sont définies ci-dessous, et sont représentées par les quatres courbes tracées plus
bas.

5
r+1

fix— forxr— —2? +62—1 faixr— =20 4+7 fi:x—> 5% — 402 + 75

1. Pour chacune des courbes, indiquer quelle fonction elle représente.

2. Lire, dans le cours, le paragraphe page [16], puis indiquer, pour ces quatre fonctions, les-
quelles sont des fonctions polynémes du second degré.

3. La fonction f3 fait partie de quelle catégorie de fonction ?

Remarque : la fonction f; est une fonction homographique, cela n’est pas a retenir.

() ) ] @) ()
8 8 \\ I’ 8 8
\ I
6 / \ 6 \\ II 6 6
! /(cgn : ! (%)\\ II 4\(“ 4 @)
27 \ 2 e 2 — 2
0 / \ 0 0 0
) -2 \\ / -2 -2
—4 —4 \/ —4 —4
—6 —6 —6 —6
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1.2 Forme factorisée (et développée réduite)

Exercice 1.4

La fonction f est définie par f(z) = 2* — 8z + 11 f(x)
et elle est représentée ci-contre. 10 y
1. Résoudre I'équation f(x) = 0. \\ //
2. Interpréter graphiquement la réponse. \\ //
5
\ /
\ /
0 \ / T
] 4
\ /
-5
Exercice 1.5
La fonction f est définie par f:z+— (x —2)(z + 3)
et elle est représentée ci-contre. \\ ll
1. Développer et réduire (z — 2)(z + 3) pour vérifier que la \ t /
fonction f est bien une fonction polynéme du second degré. \\ //
2. Résoudre I'équation f(z) = 0. \ 5 /
\ /
3. Interpréter graphiquement la réponse. \\ //
4. Indiquer le signe de f(z) selon les valeurs de x dans le tableau
ci-dessous. 42 /2
5. Résoudre l'inéquation f(z) < 0. 5
T —o0 +00

Signe de x — 2

Signe de x + 3
Signe de f(x)
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Exercice 1.6

La fonction f est définie par f(x) = —2(x — 4)?
et elle est représentée ci-contre.

NO

1. Développer et réduire —2(x — 4)? pour vérifier que la ~J
fonction f est bien une fonction polynéme du second 2 i : ‘\ 3
degré. 2

2. Résoudre I'équation f(z) = 0.

A
3. Interpréter graphiquement la réponse.
4. Indiquer le signe de f(x) selon les valeurs de = dans le /u \
tableau ci-dessous.
Q
T —0 +00

Signe de f(x)

Exercice 1.7

Pour chacune des fonctions ci-dessus, appliquer les consignes a), b), c), d).

1. frar—3@+4)(z+5) 2. frx— =5x—-3)(r—6) 3. f:rx— 2+ 1)(z—-7)
4. [z T(z + 6)* 5. f:x— —9(x — 8)* 6. f:x— (3x—1)?

a) Développer et réduire f(x).

b) Résoudre I'équation f(z) = 0.

c) Dresser le tableau de signes de f(x) selon les valeurs de z.
d) Résoudre l'inéquation f(x) > 0.

e) Vérifier graphiquement b) et c) a la calculatrice.

Exercice 1.8

La fonction f est une fonction polynéme du second degré, et elle \ /
est représentée ci-contre. \0 /
Déterminer une expression de f(z). /

NO

[

(\]
™

Uiy
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Exercice 1.9
La fonction f est définie par : f(z) = —5(x —4)(z + 9).

1. Développer et réduire f(x).

2. Répondre aux questions suivantes en choisissant l’expression la plus utile entre la forme fac-
torisée et la forme développée réduite.

a) Calculer f(0).

b) Calculer f(—9).

c) Résoudre I'équation f(z) = 0.
d) Résoudre l'inéquation f(x) = 0.

1.3 Plusieurs méthodes de factorisations

Factoriser un polynéme f(x) permet de

o résoudre l’équation f(x) =0;

e Cludier le signe de f(x) selon les valeurs de x ;

o résoudre une inéquation comme f(x) <0 ou f(x) = 0.
Nous allons donc étudier différentes méthodes de factorisation.

1.3.a Factorisations a 1’aide d’une racine évidente

Exercice 1.10
Factoriser f(z) = 22 — 3z et g(v) = 42% + z.

Exercice 1.11
La fonction f est définie par f: 2 —— 2% — 5z + 4.
1. Vérifier que f(1) = 0.
2. On sait alors que le trindéme f(z) peut étre factorisé sous la forme : f(z) = (z —1) x (---).
Compléter les pointillés pour qu’on ait : f(z) = (x —1) x (...... ) =x*— b5z + 4.
On pourra voir dans le cours 'exemple [L.T0 page [T9

Exercice 1.12
La fonction f est définie par f(z) = 2 + 6x + 5.
1. Vérifier que f(—1) = 0.
2. On sait alors que le trindéme f(z) peut étre factorisé sous la forme : f(z) = (z +1) x (--+).

Factoriser le polynéme f(x).

Exercice 1.13
Factoriser les polynomes ci-dessous.
flx) =2 -9z +8 g(z) = 32? + 5z h(z) = 2* + 11z + 10 k(z) = 42* — 24z — 28

Exercice 1.14

Résoudre I'inéquation —322 — 9z + 12 < 0
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Exercice 1.15

La fonction f est définie par f : z — 22 + 62 + 3 et elle est \ /
représentée ci-contre.

=

1. Résoudre I'équation f(x) = 10.

2. Interpréter graphiquement cette équation, en tragant des \
traits sur le graphique.

[
T~

[$a

1.3.b Factoriser a ’aide de la somme et du produit des racines
Lire d’abord la propriété (1.8 page[I8 et les exemples .9 page 19 et (L1 page [13.

Exercice 1.16

Factoriser les trindmes ci-dessous.
1. 22 -9z + 14 2. 22+ 22— 15 3. 22 —132+ 30 4. 22 —2x — 35

Exercice 1.17

Factoriser les trindmes ci-dessous.
1. 322 — 39z + 66 2. 522 — 52 — 30 3. 222 — 62 — 140

Exercice 1.18
Résoudre I'équation 42% + 32z — 132 = 0

Exercice 1.19
r—9
=z + 3.

Résoudre 1'équation

1.3.c Factoriser a ’aide d’une identité remarquable

Exercice 1.20

Compléter les égalités ci-dessous a ’aide des identités remarquables.

Exercice 1.21

Chacune des expressions ci-dessous peut s’écrire sous la forme d’un carré. Déterminer chaque fois ce
carré.

1. 22 +6x+9 2. 22— 10z + 25 3. 1622 + 40z + 25 4. 4% — 282 + 49
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Exercice 1.22

Parmi les expressions ci-dessous, lesquelles sont le développement d’un carré?
1. 22 + 72 + 25 2. 22 — 122 + 36 3. 422 + 132+ 9 4. 922 — 6z + 1

Exercice 1.23

Factoriser (z+4)?—25 & l'aide d’'une identité remarquable. Indication : (z+4)*>—25 = (z+4)*—5?

Exercice 1.24

Factoriser les expressions ci-dessous.
1. (z —3)*-81 2. (x+7)*-9 3. (x+5)*—16 4. (-2 -1

Exercice 1.25

Factoriser (z +3)2—7 a l'aide d’une identité remarquable. Indication : (z+3)2—7 = (z+3)2— /7"

Exercice 1.26
Factoriser les expressions ci-dessous.

1. (x—4)*-5 2. (z+6)?-3 3. (z—3)2-11 4. (z+8)*—2

Exercice 1.27

Pour chaque fonction f ci-dessous, résoudre 1’équation f(z) = 0 et étudier le signe de f(x) selon les
valeurs de x.

1. f(z) = 2522 + 10z + 1 2. f(z) =92% — 30z + 25 3. fla)=(z+7)*-5

1.3.d Exercices divers de factorisation

Dans les exercices des paragraphes[I.3.d, [1.3.0, [1.3.d, différentes techniques de factorisation ont été
abordées comme cela est indiqué dans le programme qui demande de factoriser une fonction polynome
du second degré, en diversifiant les stratégies :

e remarquer une racine évidente ;

e déterminer des racines par leur somme et leur produit ;

o utiliser une identité remarquable.
Les exercices qui suivent utilisent ces différentes techniques de factorisation.

Exercice 1.28

Résoudre 1'équation 22 — 11z + 10 = 0

Exercice 1.29

Etudier le signe de z2 — 18z + 81 selon les valeurs de z.

Exercice 1.30

Résoudre I'inéquation 22 — 10z + 21 < 0

Exercice 1.31

Résoudre 1'équation (x — 9)? — 7 = 0.
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1.4 Forme canonique

La forme canonique d’une fonction polynémiale du second degré est donnée par la définition [L.6l page

!

La forme canonique d’un polynéme du second degré f(z) permet
e de savoir si I'équation f(x) = 0 a des solutions ou pas;
e lorsque ’équation f(z) = 0 a des solutions de savoir combien il y a de solutions;
e de connaitre les variations de la fonction f.

1.4.a Etude et utilisation de la forme canonique

Exercice 1.32
Les fonctions f, g, h, sont définies ci-dessous.
fixr— (z—5)?-8 g:x—> 6(x — 3)? h:x—2(x—T7)7%+4

et elles sont représentées ci-dessous.

1. Résoudre I'équation f(x) = 0. 1" T\ WAy
2. Résoudre I'équation g(z) = 0. 5 \ I - //
L\ /
3. Justifier que I'équation h(x) = 0 n’a pas de solution N /
e o [/
(indication : justifier que h(x) > 4). 0 \\/ ;
4. Pour chaque fonction f, g, h, indiquer la courbe qui la N4 /
représente. -9 \ yATA
-10
Exercice 1.33
Compléter ci-dessous les tableaux de signes des fonctions f, g, h de I'exercice [I.32]
X — +00
Signe de f(x)
x —0 +00
Signe de g(x)
x —0 +00
Signe de h(x)

Exercice 1.34

Compléter ci-dessous les tableaux de variations des fonctions f, g, h de I'exercice [[.32]

x —0 +00

Variations de f
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Variations de g

Variations de h

Exercice 1.35

Trois fonctions sont définies ci-dessous,
et elles sont représentées ci-contre.

iy

flx)==2(z—4)*-1
g(z) = —(x —10)> +5

h(l‘) _ _3(1, + 2)2 4 //é\\ 1 //52 1 12)\ 14
2
61 I \
1. Pour chacune de ces fonctions, indiquer quelle est la courbe qui la représente.
2. Pour chacune des équations f(z) =0, g(z) =0, h(z) = 0,
a) indiquer si I'équation a des solutions ou non;
b) si la réponse est oui, indiquer le nombre de solutions.
3. Compléter les tableaux de signe ci-dessous.
z —0 +00
Signe de f(x)
T —a0 +00
Signe de g(x)
x —0 +00
Signe de h(z)
4. Compléter les tableaux de variations ci-dessous.
T —0o0 +00
Variations de f
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x —0 +00
Variations de g
x —0 +00

Variations de h

Exercice 1.36
Cinq fonctions sont définies ci-dessous et trois courbes
sont tracées ci-contre.

fiiz—2(x—5)%+3

foix—3(x—5)2+2

f3:ix— =3(x+5)?+2

fi:x—> —2(x —5)?

f5 12— 5(x — 2)?

Pour chacune des courbes, déterminer la fonction qu’elle
représente. Il y a donc deux fonctions parmi les cing qui
ne sont pas représentées a droite.

Exercice 1.37

La fonction f est définie par : f(z) = (z —6)? — 4.

1. Développer et réduire f(x).
2. Factoriser f(z)

O T~

W~
|
|}

Lt

3. Répondre aux questions suivantes en choisissant ’expression la plus utile entre la forme ca-
nonique, la forme développée réduite, et la forme factorisée.

a) Calculer f(0).

b) Calculer f(8).

c) Résoudre I'équation f(x) = 0.
d) Résoudre l'inéquation f(x) > 0.

e) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
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1.4.b Mise sous forme canonique

Les exercices précédents ont montré toute ['utilité de la forme canonique pour une fonction polynome

du second degré.

1l reste donc a savoir comment écrire n'importe quelle fonction polynome du second degré sous forme

canonique.

Avant de faire les exercices ci-dessous, étudier les exemples 113 et (116 page [Z1

Exercice 1.38

Ecrire sous forme canonique les expressions ci-dessous
1. 22 +6x 2. 22 -8z 3. 22 +5x

Exercice 1.39

Ecrire sous forme canonique les expressions ci-dessous
1. 22+ 122 -3 2. 22 —140+9 3. 22+ 32 +1

Exercice 1.40
La fonction f est définie par f: x> 22 — 42 +6
1. Résoudre l'inéquation f(z) < 5.

2. Vérifier graphiquement la réponse.
Tracer des traits sur le graphique.

1.5 Discriminant et formules générales

Avant de traiter les exercices ci-dessous, lire le cours page [23.

Exercice 1.41

Résoudre les équations ci-dessous.
1. 22 +32+1=0 2. 722 -52+2=0 3.922+62x+1=0

Exercice 1.42

Factoriser si c’est possible chacune des trinémes ci-dessous.
1. 422 + 1202 +900 2. 222 +8x —234 3. 322 —42x+9=0

Exercice 1.43

Etudier le signe de —922 + 12z — 4 selon les valeurs de .

Exercice 1.44

Résoudre l'inéquation —222 — 11z + 21 > 0.

Ny

NO
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1.6 Problémes du second degré

Exercice 1.45

Un entrepreneur lance sur le marché de nouvelles coques haut de gamme pour les téléphones mobiles.

x est le nombre de centaines d’unités fabriquées.

Le bénéfice en milliers d’euros est donné par la fonction B : x — —1522 + 87z — 16, 8.

1. Répondre aux deux questions suivantes d’apres le
graphique, avec la précision permise par ce gra-

phique.

a) Dans quel intervalles de valeurs doit étre le
nombre d’unités fabriquées pour que le béné-

fice soit positif ?

b) Pour quel nombre d’unités fabriquées a-t-on
un bénéfice maximal, et quel est alors le mon-
tant de ce bénéfice? Tracer des traits sur le

graphique.

2. Répondre aux deux questions précédentes par des

calculs.

Exercice 1.46

100

80

60 / \

40 /

—]

|

20

T~
—

-20

[ —

—40

Déterminer la longueur et la largeur d’un rectangle dont Iaire est égale a 40 cm? et dont la longueur

a 1 cm de plus que la largeur.

Exercice 1.47

Déterminer la longueur et la largeur d’un rectangle dont I'aire est égale & 28 cm? et dont le périmetre

est égal a 26 cm.

Exercice 1.48

Sur le schéma ci-contre le segment [DF'] repré-
sente un pont, la courbe % représente un arc
qui soutient ce pont, et qui culmine au point §
a 85 m de haut. Cette courbe est une parabole
qui représente donc une fonction du second de-
gré. On donne les mesures suivantes :

AB =510 m et AG = 85 m.

Calculer la hauteur h de ce pont.

85 m

,,,,,,,,,,,, s
D E F
Vi N\
-— G
85m
510 m
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Exercice 1.49

20 +5
1. La fonction f est définie par f(z) = 3 et elle est représentée graphiquement ci-dessous

par la courbe €.
On rappelle que les traits en pointillés sont des asymptotes et ne font pas partie de la courbe €%.

a) Quel est I'ensemble de définition de la fonction f 7

b) Résoudre graphiquement 1’équation f(x) = 20. On tracera des traits sur le graphique et
on donnera sa réponse avec la précision permise par le graphique.

c) Résoudre algébriquement I’équation f(x) = 20.
2. La fonction g est définie par g(z) = 3z — 4.
a) Tracer la représentation graphique de la fonction g sur la figure ci-dessous.

b) Résoudre graphiquement 1’équation f(z) = g(z). On tracera des traits sur le graphique et
on donnera sa réponse avec la précision permise par le graphique.

c) Résoudre algébriquement ’équation f(z) = g(z).

p4

(&bl

yd

-
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II. COURS CHAPITRE 1. SECOND DEGRE

I Cours

1.0 Programme

Contenus

e Fonction polyndéme du second degré donnée sous forme factorisée. Racines, signe, expression
de la somme et du produit des racines.

e Forme canonique d’une fonction polynéme du second degré. Discriminant. Factorisation éven-
tuelle. Résolution d'une équation du second degré. Signe.

Capacités attendues

e Etudier le signe d’une fonction polynoéme du second degré donnée sous forme factorisée.

e Déterminer les fonctions polynémes du second degré s’annulant en deux nombres réels dis-
tincts.

e Factoriser une fonction polynéme du second degré, en diversifiant les stratégies : racine évi-
dente, détection des racines par leur somme et leur produit, identité remarquable, application
des formules générales.

e Choisir une forme adaptée (développée réduite, canonique, factorisée) d’une fonction poly-
néome du second degré dans le cadre de la résolution d’un probléme (équation, inéquation,
optimisation, variations).

1.1 Rappels sur les fonctions

Exemple 1.1 (Fonction affine, image, antécédent)

La fonction f est définie par f : x+—— 22— 3

Calcul : calculons 'image de 5 par f: f(5) =2x5—-3=7
L’image de 5 est 7. L’antécédent de 7 est 5.

Graphique

La fonction f est affine parce 2x — 3 est de la forme ax + b, donc sa représentation graphique est une
droite (d).

() f(z)

L’image de 5 — 7 Le nombre 7—7

LLe nombre 5 L’antécédent de 7
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Exemple 1.2 (Fonction affine, antécédent, équation)
La fonction f est définie par f(x) = bx — 4. f(x) /
Déterminer 'antécédent de 8 par la fonction f.

Déterminer I'antécédent de 8 par la fonction f revient a résoudre
I'équation f(z) = 8.

f(r) =8 <= bxr—4=238 /
— br=8+4 /
— bHxr =12 /
— = %22,4
24 ’
/
L@

1.2 Rappels de calculs

Propriété 1.1 (Distributivité)

La multiplication est distributive par rapport a I'addition et par rapport a la soustraction, et pour
des nombres k, a, b, ¢, d, on a les égalités suivantes :

kx (a+b)=kxa+kxb kx (a—b)=kxa—kxb (a+0b) x (c+d)=axc+axd+bxc+bxd

Propriété 1.2 (Identités remarquables)

Pour des nombres a et b on a les égalités suivantes :
(a+b)? = a® + 2ab + b* (a —b)? = a® — 2ab + V? (a—b)(a+b) =a*—V*

Propriété 1.3 (Signe plus ou moins devant des parenthéses)

Si, dans une expression, il y a un signe plus devant des parentheéses, on peut
e enlever ce signe plus;
e garder les signes de tous les termes entre parentheses.
Si, dans une expression, il y a un signe moins devant des parentheses, on peut
e cnlever ce signe moins;
e changer les signes de tous les termes entre parentheses.

Exemples

3x2—5x—8+(6$2—3$+4)=3$2—5$—8+6£C2—3£C+42‘10562—8:6—4‘

Ta2+ 4z —9— (322 — 62 +8) = Ta2 + 4z — 9 — 322 + 62 — 8 = |4 + 10z — 17|

Propriété 1.4 (Produit nul)

Si un produit est nul, alors I'un des facteurs (au moins) est nul.
Autrement dit : si Ax B=0alors A=0o0uB =0
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1.3 Fonctions du second degré
1.3.a Définition et exemples

Définition 1.1 (Fonction polynéme du second degré)

Soient a, b, ¢ trois nombres réels, tels que a # 0.
La fonction f définie sous la forme f(x) = ax® + bx + ¢ est appelée fonction polyndéme du second
degré.

Propriété 1.5 (Représentation graphique)

La représentation graphique d’une fonction polynéme de degré 2 s’appelle une parabole.

Cette parabole a un sommet qui correspond, selon les cas, au minimum ou au maximum de cette
fonction.

Cette parabole admet un axe de symeétrie parallele a I’axe des ordonnées qui passe par son sommet.

Exemple 1.3

f(z)=2® —4x + 7 f est représentée par la courbe ¢ (figure ci-contre).

La fonction f est décroissante sur |—oo; 2] et croissante sur [2; +o0[

Le minimum de cette fonction est 3 et il est atteint lorsque x = 2.

Ny

Les coordonnées du sommet A sont donc (2; 3) et 'axe de symétrie (d;) passe
par le sommet A. A

o

[Ny

Exemple 1.4
g(x) = —2® + 62 — 2 g est représentée par la courbe €. (figure ci- B
contre).

La fonction g est décroissante sur |—oo; 3] et croissante sur [3; +oo.

Ny

Le maximum de cette fonction est 7 et il est atteint lorsque x = 3. Les
coordonnées du sommet B sont donc (3; 7) et 'axe de symétrie (ds)
passe par le sommet B.

NO

[Ny
[—

Exemple 1.5 (La fonction carré)

La fonction carré est définie par f(z) = z*

0]

La fonction carré est une fonction polynéome du 2nd degré puisque : \ /
2? = 122 + 0x + 0. \ /
La fonction carré \ /

e est décroissante sur l'intervalle | — oo ; 0],

e est croissante sur U'intervalle |0 ; +00];

e atteint un minimum lorsque x = 0 et ce minimum est égal a zéro. \ b /
&

Ny

La représentation graphique de la fonction carré est une parabole qui admet
comme axe de symétrie 'axe des ordonnées.
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1.3.b Equation, trindme, polynéme du second degré, racine

Définition 1.2 (Equation du second degré 4 une inconnue)

Une équation du second degré a une inconnue est une équation, d’inconnue z, de la forme :
ar* +bx+c=0 (a#0).

Définition 1.3 (Polynéme ou trin6me du second degré)

Un polynéme ou un trindéme du second degré est une expression de la forme az? + bz + ¢ (a # 0).

Définition 1.4 (Racine d’un polynéme)

Dire qu'un nombre réel 7 est une racine d’un polyndme ax? + bx + ¢ signifie que ar? 4+ br + ¢ = 0.
Autrement dit une racine d'un polynéme ax? + bx + ¢ est une solution de I’équation ax? +bx + ¢ = 0.

Un des objectifs de ce chapitre est de résoudre des équations du second degré a une inconnue.

Exemple 1.6

e I'équation 22 — 3z — 28 = 0 est une équation du second degré a une inconnue;

e lexpression z2 — 3x — 28 est un polynéme ou un trinome du second degré ;

e Le nombre 7 est une racine du polynéme z2—3x—28 parce que : 72—3x7—28 = 49—21-28 = 0,
autrement dit 7 est une solution de I’équation 2% — 3x — 28 = 0.

Remarque

Résoudre I'équation az?+bx+c = 0 (a # 0) revient a chercher les points d’intersection de la parabole
qui représente la fonction f définie par f(x) = ax? + bz + ¢ = 0 avec 1'axe des abscisses.

1.3.c Trois formes du trindme du 2" degré

Exemple 1.7

La fonction f est définie par f(x) = (z —8)% — 9.

L’expression (z — 8)% — 9 est appelée forme canonique de f(x).

Développons et réduisons cette expression : f(z) = (z—8)*—9 = 22 —2xxx8+8%—9 = 2> —16x+55
L’expression 22 — 16z + 55 est appelée forme développée réduite de f(x).

Remarquons que cela prouve que la fonction f est bien une fonction polynéme du second degré.
Factorisons maintenant f(x) :

flx)=(x—8)?-9=(2-8)2?-3=(z—-8-3)(z—8+3) = (z—11)(x — 5)

L’expression (z — 11)(z — 5) est appelée forme factorisée de f(z
On retiendra les définitions suivantes.

Définition 1.5 (Forme développée et réduite)

La forme développée et réduite d'un trinéme du second degré est |az? + bz + c|.

Définition 1.6 (Forme canonique)

La forme canonique d'un trindme du second degré est |a(z — a)* + 3|

Ire générale — Math — J.L. Poncin — Lycée Bellepierre 17 https://mimathazot.jimdofree.com/


https://mimathazot.jimdofree.com/

II. COURS CHAPITRE 1. SECOND DEGRE

Définition 1.7 (Forme factorisée)

La forme factorisée d’'un trinome du second degré est |a(z — z1)(z — x3) ou a(x — x¢)?|.

Propriété 1.6

e On peut toujours écrire un trindme du 2" degré sous la forme développée ou sous la forme
canonique;
e on ne peut pas toujours écrire un trindéme du 2" degré sous la forme factorisée.

Cette propriété sera abordée plus loin.

1.4 Forme factorisée
1.4.a Fonctions du 2nd degré s’annulant en 2 nombres

Propriété 1.7

Les fonctions polynémes du second degré s’annulant en deux réels distincts x; et xo sont toutes les
fonctions polynémes du second degré définies sous la forme f(z) = a(z — z1)(z — z2).

Exemple 1.8
Déterminer la fonction polynéme du second degré f telle que f(4) =0, f(—6) =0, et f(0) = 12.

D’apres la propriété précédente, f(x) = a(z —4)(z — (—6)) = a(x — 4)(z + 6).
On sait que f(0) =12, or f(0) =a x (0—4)(0+ 6) = —24a.
12 1

Donc : —24a = 12, par conséquent a = Y-t -0, 5.

Finalement : | f(z) = —0,5(x — 4)(z + 6) |.

1.4.b Somme et produit des racines

Propriété 1.8

Soit un polynéme du second degré qui a deux racines x; et s :
ar’ +br +c=alr —z1)(x —z3) (a #0),

c
alors : T +x9=—— et ;29 = —.
a a

Démonstration
Posons : f(z) = az® + bx + ¢ = a(z — x1)(z — 22)
f(z) =a(z —z1)(x — 22)
= a(2? — Tox — 11T + T173)
= a(z® — (21 + 2)T + T122)
= az? — a(x) + T2)T + ar Ty

Or: f(z) =az* +bx +c

Donc : —a(zy +x2) =b et axixs =c
c
Onadonc: —a(x;+x) =b < 11+ =— et arirg=c < T1Ty = —
— a
. c
Nous avons bien obtenu : 21 + 13 = —— et z129 = —.
a a
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Exemple 1.9
fz) =7(x —2)(x — 3) danscecasona: a=7 x3=2 1x9=3

Ainsi

T+ a9 =24+3=>0et 19 =2%x3=06

fl)=T(x—2)(x —3)=Tx (2> =3z — 22 +6) =7 x (2% — bz + 6) = To? — 3bx + 42

—b _ —(—35)

a

1.4.c

3 + t c_2 6
7 T ) e a 7 12

Plusieurs méthodes de factorisations

Exemple 1.10 (Factoriser a ’aide d’une racine évidente)

Enoncé

1. Factoriser I'expression 62% — 7z.

2. Factoriser I'expression 22 + 8z — 9.
Corrigé

1. Factoriser I'expression 622 — 7x.

On appelle f la fonction définie par : f(z) = 62% — Tx

622 —Tr =xxb6r—axx7=|xx(6x—7T)

On a mis x en facteur, et ce qu’on appelle racine évidente est ici zéro parce qu’il est évident
que f(0) =0, eneffet : f(0) =6 x0%—-7x0=0.

. Factoriser I’expression 22 + 8z — 9.

On appelle g la fonction définie par g(z) = 22 + 8z — 9, et on remarque que g(1) = 0, en effet :
g(1)=12+8x1-9=0.

On dit que 1 est une racine évidente, parce que 1 est une racine de g(z) et parce que le calcul
ci-dessus est évident.

Par conséquent, on peut factoriser g(z) sous la forme a(x — 1)(z — z2).

Le nombre a est le coefficient de 22, donc a = 1, donc g(z) = (z — 1)(x — z2).

Si I'on développe (x — 1)(z — x2), on sait qu’on doit obtenir 2% + 8z — 9, ce qui est schématisé
ci-dessous.

(x—1) x (x—29) = 2%+ 8 — 9.

Dans ce développement, on doit obtenir (—1) x (—x) = —9, autrement dit x5 = —9.
Ainsi : g(z) = (= 1)(z = (=9)) =|(z = 1)(z +9) |

Exemple 1.11 (Factoriser a I’aide de la somme et du produit des racines)

Factoriser I’expression 22 — 7x + 10.

On appelle x; et x5 les racines de ce polynéme du second degré.

On sait, d’apres la propriété [L.8 que z1 + 2o = — et x129 = c.
a

Donc

—(=7)

X1+ 1o = =7 et zyx9 = 10.

1

On peut alors remarquer que : 2 x 5 =10et que 2+ 5 = T.

On a finalement : 2% — 7o + 10 = | (z — 2)(x — 5) |
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Exemple 1.12 (Factoriser en utilisant une identité remarquable (1))
Factoriser I’expression z? + 8z + 16.

?+8+16=2?+2xxx4+4% or (a+b)?=a*+2ab+ V?

Donc : 22 + 8z + 16 = | (x + 4)°

Exemple 1.13 (Factoriser en utilisant une identité remarquable (2))
Factoriser I'expression (x + 4)? — 36.
(r+4)2—36 = (r+4)*—62 or a? —b® = (a —b)(a + b)
=(x+4—-06)(zr+4+6)
=|(x —2)(x + 10)

1.5 Forme canonique

La forme canonique a(x — «)? + 3 a été donnée plus haut par la définition LG

1.5.a Etude et utilisation de la forme canonique

Exemple 1.14

Les fonctions f, g, h, sont définies par : \ / \ /
flz) = (z = 2)* =6 \
g(x) = =5(x — 7)?

h(z) =3(x —8)% +1

Les expressions f(z), g(z), h(x), sont sous la forme canonique \ f \
c’est a dire a(z — a)? + B. \ /

[
[
—

S\

< Y

Ces trois fonctions sont représentées ci-contre.

o
—
]
~

\sg
\

La forme canonique nous permet de connaitre le tableau de
variations de chaque fonction et de connaitre le nombre de / \ =
solutions des équations f(z) =0, g(z) =0 et h(z) = 0. \ /Cé [\

C’est ce qui est détaillé ci-dessous pour les fonctions f, g, h.

Variations de f et équation f(x) =0

Fla) = (@ -2 6

Ona f(2)=(2—-2)2?-6=0%-6=—6.

Six # 2, alors x — 2 # 0, donc (x — 2)% > 0 donc (z — 2)? — 6 > —6.

Cela prouve que la fonction f a un minimum de —6 et qu’il est atteint lorsque = = 2.

Le tableau de variation de la fonction f est le tableau ci-dessous.

I
xr |—o0 2 +o0
|

f@ SO | 7

—6

Cela nous indique aussi que 1'équation f(z) = 0 a deux solutions.
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F@)=(x—22-6=(2—-22%—6 = (z—2—+6)(z—2+6)
Donc: f(z)=0 <= (z—2-+6)(z—2+V6) =0 = 2—-2—+/6=0 ou 2—2++6=0
Finalement : f(z) =0 —= 1=24++6 ou 2=2—+/6

Variations de g et équation g(x) = 0

g(x) = —5(z — 7

Onag(7)=-5x(7T—-7)72%=-5x0?=0.

Sixz # 7, alors x — 7 # 0, donc (x — 7)% > 0, donc —5(x — 7)% < 0.

Cela prouve que la fonction g a un maximum de 0 et qu’il est atteint lorsque x = 7.

Le tableau de variation de la fonction g est le tableau ci-dessous.

\

glx)| 7 | N

Cela nous indique aussi que I’équation g(x) = 0 a une solution.

g() =0 = —H5x-7?%=0 = (2-7°=0 <= 2-T=0 < =T,

Variations de h et équation h(x) =0

h(z) =3(z—8)*+1

Onah(8)=3x(8—8)*+1=3x02+1=1

Si z # 8, alors x — 8 # 0, donc (x — 8)% > 0, donc 3(z — 8)? > 0, donc 3(z — 8)* + 1 > 1.
Cela prouve que la fonction g a un minimum de 1 et qu’il est atteint lorsque x = 8.

Le tableau de variation de la fonction f est le tableau ci-dessous.

|

O/

1

Cela nous indique aussi que I’équation h(z) = 0 n’a pas de solution.

1.5.b Mise sous forme canonique

Voyons maintenant quelques exemples de mise sous forme canonique de polynémes du second degré.

Un éleve de spécialité mathématiques de premiere générale doit étre capable d’effectuer les calculs
des deux premiers exemples.

Le troisieme exemple est difficile et n’est pas exigible pour un éleve.

Exemple 1.15
flx)=2>+10r =2>+2x 2 x5

On a ici le début du développement du carré (z + 5)*

On continue ainsi : f(r) =22 +2x 2 x5+ 52— 52 =|(x +5)* - 25

Exemple 1.16
f@)=22-142+6 = 22 —2xaxT+6 = 22— 2x 2 xT+7* =72 +6 = (z—7)2—49+6 = | (x — 7)* — 43

Ire générale — Math — J.L. Poncin — Lycée Bellepierre 21 https://mimathazot.jimdofree.com/


https://mimathazot.jimdofree.com/

II. COURS CHAPITRE 1. SECOND DEGRE

Exemple 1.17 (Difficile!)

5 8 5 5\ 2 5\ 2
f(x)=3x2+5x—8=3(x2+§x—§)=3<x2+2xxx6+<6> _(6)

5\° 25 96 5\° 121 5\ 121
=3 - —=—-=1=3 -] ——==1=3 | —3x =
/(@) ((z+6) 36 36) ((”6) 36) (‘H6> * 736
5\° 121
— 3 —_ —_——
1.6 Discriminant et formules générales
1.6.a Forme canonique et discriminant
On démontre que pour toute fonction polynéme f du second degré, on a :
b\> b —dac
f(z) =az®+br +c a(:c+2a> ”
) ) b\> A
On pose alors : A =b* —4ac etonadonc: ax*+br+c=a x+2— T
a a

On retiendra la définition et la propriété ci-dessous.

Définition 1.8 (Discriminant)

Pour une fonction polynoéme f du second degré, définie par : f(z) = ax® + bz + c,
on appelle discriminant et on note A le nombre : A = b? — 4ac.

Propriété 1.9 (Formule générale de la forme canonique)

b\ 2
Pour une fonction polynéme f du second degré, on a : f(x) =az?+bxr +c=a (x + 2—)
a

D’apres ce qui précede, pour une fonction f du second degré, on a la propriété ci-dessous.

Propriété 1.10 (Tableau de variations)

flx)=az®> + bz +c=a(r —a)* + B (a #0) avecoz=—2—ba et ﬂ——%
La fonction f a le tableau de variations suivant :
T |—oo 0:4 400 T |—o0 C:( +00
sia>0 sia<0 ]
@ SO f@ N
g
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1.6.b Equation du second degré et factorisation

flx) =az® +bxr +c A =b* — dac

Propriété 1.11 (Equation du second degré)

Quand on résout 'équation ax?® + bx + ¢ = 0, les trois cas ci-dessous peuvent se produire.
Si A < 0 I’équation az? + bz + ¢ = 0 n’a pas de solution.

b
Si A = 0 l’équation az? + bz + ¢ = 0 a une seule solution qui est zy = ~5g
a
—b—+VvA —b+ VA
Si A > 0 léquation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions qui sont x; = 5 et 19 = 5
a a

Propriété 1.12 (Factorisation)

f(x) =az* +bx +c (a+#0)
Si A < 0, alors I'expression ax? + bz + ¢ ne peut pas étre factorisée.

2
Si A =0, alors ax2+bx+c=a<x+2£)
a

Si A >0, alors az?+br+c=alr—z)(r— 12)

1.6.c Signe d’un trinéme

Propriété 1.13

x —o0 +00
SiA<O0 ) )
Signe de ax” + bx + ¢ Signe de a
I
x —o0 Zo +00
SiA=0 ; , | .
Signe de ax” + bx + ¢ Signe de a 0 Signe de a
T T
X —Q0 T To +00
SiA>0 ; . — —
Signe de ax* + bx + ¢ Signe dea (0 Signede —a (0 Signe dea
| |
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1.7 Reécapitulation graphique
flx)=az> +bx+c=alr—a)*+ 3 (a+#0) A = b —4dac

Les graphiques du tableau ci-dessous illustrent graphiquement
e les variations de la fonction f (propriété [L10) ;
e le nombre de solutions de I’équation ax? 4 bx 4 ¢ = 0 selon la valeur du discriminant A : c’est
le nombre de points d’intersection de chaque courbe avec 'axe des abscisses(propriété [LTT]);
e le signe de az? + bx + ¢ selon les valeurs de z : il est indiqué par la position de la courbe par
rapport a 'axe des abscisses (propriété [L13)).

A <O

A>0 A=0
B=0

x1 T2 o =X o

17

T To @ = Ty

---0o

/

1.8 Les capacités attendues du chapitre
1.8.a Signe d’une fonction du 2nd degré

Capacité attendue : étudier le signe d’une fonction polynéme du second degré donnée sous forme
factorisée.

Exemple 1.18
Etudier le signe de la fonction polynéme définie par : f(z) = 3(x — 1)(z + 4)
1r¢ méthode

On dresse un tableau de signes avec une rangée pour le signe de z — 1, une rangée pour le signe de
r + 4.

Sachant que 3 est positif, le signe f(z) est celui de (x — 1)(z + 4).

Dans chaque colonne du tableau ci-dessous, on applique la regle des signes de la multiplications.
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x —0 —:4 :1 +o0
Signe de x — 1 — — 6 +
Signe de x + 4 — (:) + +
Signe de f(x) + 0 - 9 +

2¢ méthode
On applique la propriété [L13]

Puisque f(x) = 3(x — 1)(z + 4), on sait que I'équation f(z) = 0 a deux solutions qui sont z; = —4
et 9 = 1, dont le discriminant A est strictement positif.

D’autre part, puisque f(z) = 3(x —1)(z +4), on sait que : a = 3, donc le signe de a est + et le signe
de —a est —.

On obtient ainsi le tableau ci-dessous.

T
T —o0 —4 +00

.
I I
Signe de f(x) + 0 - 0 +

1.8.b Fonctions du 2nd degré s’annulant en deux réels

Capacité attendue : déterminer les fonctions polynémes du second degré s’annulant en deux
nombres réels distincts.

Voir la propriété [L1 et 'exemple [ page [I8|
1.8.c Factoriser une fonction du 2nd degré

Capacité attendue : Factoriser une fonction polynéme du second degré, en diversifiant les straté-
gies :

racine évidente ;

détection des racines par leur somme et leur produit ;

identité remarquable ;

application des formules générales.

Voir plus haut les exemples (racine évidente), [LTTl(somme et produit des racines), [L12)(identité
remarquable).

Autre exemple ci-dessous.

Exemple 1.19 (Factoriser en appliquant les formules générales.)
Factoriser 522 + 15z — 440.

522 + 15z — 440 = ax® + bx + ¢ a=5 b=15 c¢=—440

A =b* —4dac =152 — 4 x 5 x (—440) = 9025

A>0  VA=419025=95
—b—+VA —15-95

Ir = = —11
2a 2x%x 5
—-b+vVA —15+ 95
To = = =

2 2a 2% 5
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On sait que : az? + bz + ¢ = a(z — z1)(x — x9)

Donc : 522 + 15z — 440 = 5(z — 8) (z — (—11)) =|5(x — 8)(z + 11)

1.8.d Choisir une forme adaptée pour un probléme

Capacité attendue : Choisir une forme adaptée (développée réduite, canonique, factorisée) d’une
fonction polynéme du second degré dans le cadre de la résolution d’un probléme (équation, inéquation,
optimisation, variations).

Exemple 1.20

Enoncé

La fonction f est définie par : f(x) = (z —5)? — 9.

1. Formes développée et factorisée
a) Développer et réduire f(x).
b) Factoriser f(z).
2. Choisir une forme adaptée
Choisir la forme la mieux adaptée pour répondre a chacune des questions suivantes.
a) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
b) Calculer f(0).

c) Résoudre I'inéquation f(z) < 0.
Corrigé
fz) = (x=5)*=9

1. Formes développée et factorisée

a) Développer et réduire f(z).

fl@)=(@=52—9=a2—2xzx5+5—9=|2>— 10z + 16|

b) Factoriser f(z).
flx)=(x=5?-9=(x—-52-32=(2r-5-3)x (z—5+3) =|(z—8)(x —2)

2. Choisir une forme adaptée

Choisir la forme la mieux adaptée pour répondre a chacune des questions suivantes.

a) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

D’apres la propriété [L10 le tableau de variation est déterminé a l’aide de la forme cano-
nique f(z) = a(z — a)? + B (a # 0) avec a=1 a=5 et f=-9
Puisque a > 0, la fonction f a le tableau de variations suivant :

T
xr |—o0 5 +00
|

f@ SO | 7

-9

Ire générale — Math — J.L. Poncin — Lycée Bellepierre 26 https://mimathazot.jimdofree.com/


https://mimathazot.jimdofree.com/

II. COURS CHAPITRE 1. SECOND DEGRE

b) Calculer f(0).
f(0) est de toute fagon simple a calculer, mais la forme la plus simple pour ce calcul est
la forme développée réduite f(r) = z*> — 10z + 16 :
f(0)=0>—-10x0+16 =[16].

c) Résoudre I'inéquation f(z) < 0.
On cherche les valeurs de x telles que f(x) est négaif ou nul, autrement dit nous avons
besoin du signe de f(x) selon les valeurs de x.
Nous allons par conséquent utiliser la forme factorisée f(x) = (x —8)(x — 2), en procédant
comme dans l'exemple
On obtient le tableau de signe ci-dessous.

T —0 2 8 +00

Signe de f(x) + 0 — 0 +

Donc I'ensemble des valeurs de x telles que f(z) < 0 est |Uintervalle [2 ; 8]|.
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